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�

�T = (T h
e ; T h

i ; T h
r )t 2 Vh � Vh � V r

h , �f = (f h
e ; f h

i ; f h
r )t Ž

ý

ñ (3.8), (3.9), (3.10)
Ì

­

Ã

Ä SFVEM Š���Á

·

¤

~a( �T; v) = ( �f ; v); 8v = (vh
e ; vh

i ; vh
r )t 2 Vh � Vh � V r ;0

h (3.11)
—�˜

Ž

( �f ; v) = (I h f e; I h vh
e ) + (I h f i ; I h vh

i ) + (I h f r ; I h vr
r );

~a( �T; V ) = ~ae(T h
e ; vh

e ) + ~ai (T h
i ; vh

i ) + ~ar (T h
r ; vh

r ) + (I h dei I h T h
e ; I h vh

e ) + (I h der I h T h
e ; I h vh

e ) +

(I h dei I h T h
i ; I h vh

i ) + (I h der I h T h
r ; I h vh

r ) � (I h dei I h T h
i ; I h vh

e ) � (I h der I h T h
r ; I h vh

e ) �

(I h dei I h T h
e ; I h vh

i ) � (I h der I h T h
e ; I h vh

r ) :

�

~ae(u; w) =
Z



(I �

h der ur w + I h ceI h uI h w) dx ;

~ai (u; w) =
Z



(I �

h di r ur w + I h ci I h uI h w) dx ;

~ar (u; w) =
Z



(I �

h dr r ur w + I h c
0

r I h uI h w) dx :

5



�
�

��Á

»�¼

(3.11), Ô�Õ

Ì

­

Ã�Ä SFVEM
»
�

Š

ø�ù
 
!

Ah Uh = F h (3.12)

— ˜

Uh ; F h
°

3N "$#&%

Ž Ah
°

3N ')(+*

¹-,
.

Ž Ah
¬�/

â

²�021�•

(+*

Žƒô

­

Ž ²7ò

ø�ù� 

!

(3.12) ŽhÔ�Õ

Ì�3�É

�

Ø

PCG ¨

��4�5
6

þ�7�8

¹

9�:

3.1: PCG
9�:

Ý

B
°);

•�<
=�>�© , U 2 Rn
°@?�A

6

þ
8

#B%

Ž "
°@C
D�E�F

, G

¨

r = f � AU ; z = B r ; p = z; r 0 =
p

(B r; r ):

��H

r0 I

ò " , ý

¨

�
ü�J

Ž

§�KML U; N�ý

Ž

G

¨ � u = (r; z), §�O

­

Ø�P�QMR

[Step 1.] G

¨ rap = Ap; � d = (rap ; p); � = � u
� d

; U := U + �p:

[Step 2.] G

¨ r := r � �r ap ; z = B r; � u = (z; r ); r1 =
p

� u

r 0
:

��H

r1 I

ò " , ý

¨

�
ü�J

Ž

§�K

L U; N�ý

ŽhÂ

O Step 3.

[Step 3.] G

¨ � = � u
� u

; p := � p + z; � u = � u : Goto Step 1.

‡

¨

�

3.1
˜

,
�
S�T

�

<
=�>�© B
¬
/

â
ú�U

ù

Š�V&W , <
=�>�©�Š�X�Y
Z�[]\�•�Å&¨

��^

_

Š(œ)`

¹

Ø�Ù

, Ô�Õ�a�b

/�cD°

(M* Ah d�e�<
=�>�©�Š�f

»
�

.

x4 SFVEM gihkjmlonmprq

°

Å�d�e

(M* Ah Š�<
=�>�©�Žts�u2v�ÿ�Å�w]x+VBW (2.1) Š&’�“&”���Á

·

¤

a( �T; V ) = ( �f ; V ); 8V = (vh
e ; vh

i ; vh
r )t 2 Vh � Vh � V r ;0

h ; (4.1)

—�˜

Ž

( �f ; V ) = (f e; vh
e ) + (f i ; vh

i ) + (f r ; vr
r );

a( �T ; V ) = ae(T h
e ; vh

e ) + ai (T h
i ; vh

i ) + ar (T h
r ; vh

r ) + (dei T h
e ; vh

e ) + (der T h
e ; vh

e ) + (dei T h
i ; vh

i ) +

(der T h
r ; vh

r ) � (dei T h
i ; vh

e ) � (der T h
r ; vh

e ) � (dei T h
e ; vh

i ) � (der T h
e ; vh

r ) :

�
��»�¼

(4.1),
Ì

­

Ã�Ä FEM Š��
y

ø�ù

þ�ž

 
!

Ah Uh = Fh ; (4.2)

—�˜

Ž Fh °

3N "z#B%

Ž Ah °

3N '

Š3²
0]1�•

(M*

¹

°

Å&Ã�Ä�<
=�>�©�Š�=�>�ž
{

G

ŽhÔ�Õ

;+���

Ø

v

�

¹

|�}

4.1
‡�~

/�•�µ�¶�·

ˆ3‰

T h •�ŽH² 8u 2 Vh
Ž

Ð
€

Ÿ

Í

¤

Z



(I h u)2 �=

Z



u2:

•M‚
ƒ

ñ%ò T h
°

~

/�•

ˆ3‰

Žt„�’

j� j �= jbi j �= h2 ;
—�˜

� ; bi
Á�…

°

T h
˜

Š

µ�¶�·

´�”�†�²�³�´�”

¹

6



u 2 Vh
Ž

ý

’

Z



u2 �=

NX

i =1

u2
i j� j �= h2

NX

i =1

u2
i (4.3)

Z



(I h u)2 �=

NX

i =1

u2
i jbi j �= h2

NX

i =1

u2
i (4.4)

‡

¦ (4.8),(4.4) ˆ

¤

Ì

Ã

Z



(I h u)2 �=

Z



u2:

|�}

4.2
‡�~

/�•�µ�¶�·

ˆ%‰

T h •�Ž SFVEM ��Á

·

¤ (3.11)
˜

Š�‰

ø�ù)Š

û ~a( �T; v), ª

«

Ÿ

Í

¤

~mk �Tk1 � ~a( �T; �T) � ~M k �Tk1; 8 �T 2 Vh � Vh � V r ;0
h ; (4.5)

—�˜

~m; ~M
°

1

ó

ž

¹

•M‚
ƒ

ñ�v

�

4.1
Ì�‹

kI h Tek2
0

�= kTek2
0; kI h Ti k2

0
�= kTi k2

0; kI h Tr k2
0

�= kTr k2
0: (4.6)

�

w]x

»�¼

(2.2)
 

ž�Š&’�Ò

ù

Ž

ý

’

~ae(Te; Te) �=
Z



(r Te)2 +

Z



(I h Te)2 �= jTej21 + kTek2

0
�= kTek2

1;

~ai (Ti ; Ti ) �=
Z



(r Ti )2 +

Z



(I h Ti )2 �= jTi j21 + kTi k2

0
�= kTi k2

1;

~ar (Tr ; Tr ) �=
Z



(r Tr )2 +

Z



(I h Tr )2 �= jTr j21 + kTr k2

0
�= kTr k2

1;

~a( �T ; �T) � kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (I h dei I h Te; I h Te) + (I h der I h Te; I h Te)

+( I h dei I h Ti ; I h Ti ) + (I h der I h Tr ; I h Tr ) � 2(I h dei I h Ti ; I h Te) � 2(I h der I h Tr ; I h Te)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (I h (Te � Ti ); I h (Te � Ti )) + (I h (Te � Tr ); I h (Te � Tr ))

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 � k �Tk2

1 ;
(4.7)

a(T; T) � kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + kI h Te � I h Ti k2

0 + kI h Te � I h Tr k2
0

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kI h Tek0 + kI h Ti k0)2 + (kI h Tek0 + kI h Tr k0)2

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kTek2

0 + kTi k2
0) + (kTek2

0 + kTr k2
0)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kTek2

1 + kTi k2
1) + (kTek2

1 + kTr k2
1)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 � k �Tk2

1 :

(4.8)

ñ (4.7) Ž (4.8)
Ì�‹

Ž•Œ

‡

1

ó

ž ~m; ~M Ž

ª

«

~mk �Tk1 � ~a( �T; �T) � ~M k �Tk1 :

7



|�}

4.3
‡�~

/�•�µ�¶�·

ˆ3‰

T h •�Ž FEM ��Á

·

¤ (4.1)
˜

Š�‰

ø�ù�Š

û a( �T ; v), ª

«

Ÿ

Í

¤

mk �Tk1 � a( �T ; �T) � M k �Tk1; 8 �T 2 Vh � Vh � V r ;0
h : (4.9)

—�˜

m; M
°

1

ó

ž

¹

•M‚
ƒ

ñ

»�¼

 

ž�Š&’�Ò

ù�­

†

/�Ž
•i•

»�¼

Š

ù��

Ì�‹

Ž

a(T; T) � kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1+

(dei Te; Te) + (der Te; Te) + (dei Ti ; Ti ) + (der Tr ; Tr ) � 2(dei Ti ; Te) � 2(der Tr ; Te)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 +

�
dei (Te � Ti ); (Te � Ti )

�
+

�
der (Te � Tr ); (Te � Tr )

�

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 � kTk2

1

(4.10)

a(T; T) � kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + kTe � Ti k2

0 + kTe � Tr k2
0

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kTek0 + kTi k0)2 + (kTek0 + kTr k0)2

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kTek2

0 + kTi k2
0) + (kTek2

0 + kTr k2
0)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 + (kTek2

1 + kTi k2
1) + (kTek2

1 + kTr k2
1)

� kTek2
1 + kTi k2

1 + kTr k2
1 � kTk2

1

(4.11)

ñ (4.10),(4.11)
Ì�‹

Ž•Œ

‡

1

ó

ž m; M Ž

ª

«

mk �Tk1 � a( �T ; �T) � M k �Tk1 :

|�}

4.4([10]) ‘

Ý

A
�

B
¬

²�0�1�•

(�* , � 0 �

� 1 ’�°

1

ó

ž�Ž

�
H

²�ò@“

�

;

•7Š

#”% U,
Ÿ

Í

¤

� � 1
1 (AU; U) � (B � 1U;U) � � � 1

0 (AU; U);

Ð
€

Ž

ý

’

R

K(B A) � � 1=� 0.
|�}

4.5
Ý

T h
°

~

/�•

ˆ3‰
•

Á , ý

² 8U 2 R3N ,
»�¼

(3.12) – (4.2) Š

 

ž

(M* Ah
– Ah ª

«

� � 1
1 (Ah U;U) � (Ah U;U) � � � 1

0 (Ah U;U); (4.12)

—�˜

Ž � 1, � 0 °

1�Š

ó

ž

¹

•+‚�ƒ

²�“

;

#&% U = (u1
e; u2

e; :::; uN
e ; u1

i ; u2
i ; :::; uN

i ; u1
r ; u2

r ; :::; uN
r )T 2 R3N ,

Ó

uh
e =

NP

j =1
uj

e� j ,

uh
i =

NP

j =1
uj

i � j , uh
r =

NP

j =1
uj

r � j , uh = (uh
e ; uh

i ; uh
r )t Ž

ý

’

R

(Ah U;U) = ~a(uh ; uh )

(Ah U;U) = a(uh ; uh ):
(4.13)

ñ (4.13), Ô�Õ

Ì

­

Ã�Ä (4.12) Š

Í�Î�·

¤

� � 1
1 ~a(uh ; uh ) � a(uh ; uh ) � � � 1

0 ~a(uh ; uh ) : (4.14)

ñ�v

�

4.2
�

v

�

4.3
Ì�‹

Ž•Œ

‡

1

ó

ž m; ~m; M ; ~M ª

«

Ÿ

Í

¤

mkuhk1 � a(uh ; uh ) � M kuhk1 ;

~mkuhk1 � ~a(uh ; uh ) � ~M kuhk1 :
(4.15)

8



—

�

’

m
~M

~a(uh ; uh ) � a(uh ; uh ) �
M
~m

~a(uh ; uh )

Ó

� � 1
0 = M =~m; � � 1

1 = m= ~M Ž™˜�’�Ÿ

Í

¤ (4.14)
Ð
€

¹

ü

¦2v

�

4.4
�

v

�

4.5 ŽhÔ�Õ�Â

Ì

­

Ã�Ä

�

Ø

•

�

¹

š

}

4.1
Ý

T h
°

~

/�•

ˆ3‰
•

Á�Ž

ý

Œ

‡

1

ó

ž C Žœ›�Ã

K(A � 1
h Ah ) � C: (4.16)

Ð
€

Ž

—�˜

Ah
°

»�¼

(3.12) Š

 

ž

(M*

Ž A � 1
h °

»�¼

(4.2)
 

ž

(M*

Š�•

(M*

¹

•

�

4.1™zž�Ž ’�“&”

(M*

Š�•

(M* A � 1
h ¬

SFVEM (M* Ah Š

/

â

�
Ÿ

Š�<
=�>�©

¹

�

’�“&”

(M* Ah
Š�<
=�>�© B Ž¡ 

�

•

¬

² A � 1
h

Š

/

â

Ö�×�Ž ô

­

Ž

Ì

­

›

É

B ¢

°

Ah Š�<
=�>�©

¹

Ø�Ù

Ô�Õ

3�É

/�c

¢	¸

ˆ3‰
½

MG ¿

�
£

d�e�’�“&”

(M* Ah
Š�<
=�>�© B

¹

Ó

Vk ; k = 1(1)J
°
/

î

ß�¤]¥�¦

Š

ø�ù

’ “(”7•�–DŽ

ª

«

V1 � V2 � ::: � VJ := Sh
0

¹

æ

Nk = dimVk
Ž Ak °

á k §
¨

ˆ3‰

•7– Vk
•�Š

¨

Ü

»�¼

Š

 

ž

(M*

¹

ñ PCG ¨

�

3.1
Ì�‹

Ž

Ý

G

<
=�>�©�Š�©

��¬

R

²
“

�zª
‹

#B% g Ž

;+�

7�8 w = B g Š&¨

��¹

Ø�Ù

;+�

È�É

MG
»
�

7�8

#B% w Š&¨

�
«

Ë

¹

9�:

4.1
½

V-cycle ¨

�

¿

Ó

B1 = A � 1
1

Ž

‘

Ý

Bk � 1 : RN k � 1 ! RN k � 1
ª

‹

Ž

ý

²
“

�

Š

#B% gk 2 RN k , Bk : RN k ! RN k

•�‘

�

ØMR

step1: V 1 = R1
k gk ¬

step2: V 2 = V 1 + QT
k� 1Bk � 1Qk � 1(gk � Ak V 1)

¬

step3: Bk gk = R2
k V 2.

— ˜

, R l
k (l = 1; 2) Á�…

°

Ak
Š�­

–¯®�°

�

¨�©�Ž Qk � 1 °

RN k ! RN k � 1 Š�“

D

¨�© , QT
k� 1

°

RN k � 1 ! RN k Š�±�²�¨�©

¹

¨

�

4.1±
³�Å V-cycle Š

/�c
´]µ

«

Ë�Ž

È�É�¶

¨

�

ô�Ã�Ä�Š�<
=�>�© B
½

= BJ ¿

ŽH²�·

%

Š

ˆ3‰
•

Á

½

�

~

/�•

ˆ3‰

–

·�¸

1

ý

ˆ3‰

Í

¿

’

’ ([10])

K(B Ah ) � C : (4.17)
ü

¦ (4.16)
�

(4.17) ŽhÔ�Õ

Ì

�����

Ø

•

�

¹

š

}

4.2
Ý

T h
°

~

/�•

ˆ3‰
•

Á�Ž

ý

Œ

‡

1

ó

ž C Žœ›�Ã

K(B Ah ) < C

Ð
€

Ž

—�˜

Ah
°

»�¼

(3.12) Š

 

ž

(M*

Ž B
°

ñz¨

�

4.1ô

;+�

Š FEM
 

ž

(M* Ah
Š�<
=�>�©

¹

¹
º

Ž¼»�¡ FEM
 

ž

(+* Ah O

¡
½ Ž Ô�Õ�Â�ÃDÄ�Å

ú

ò SFVEM
 

ž

(+* Ah Š

/
c

f�Š

<
=�>�©
d�e�¾
¿�Ž

¶

<
=�>�©

‡�~

/�•

ˆ3‰
•

Á

Ø

Ž

ú

ò

 

ž

(M* Ah
Š�=�>�ž

¬
/�•

’�Ò�Š

¹
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x5 ÀÂÁÄÃzÅ

Æ

²

»�¼

(2.2) Ž

‡

 �Ç

˜

Ô�Õ�›

É

Å

�

Ø�È

ž

R

� =

8
><

>:

0:09 in 
 1

2:5 in 
 2

1:1 in 
 3

8
><

>:

ce = 1:5� e

ci = 1:5� i

cr = 1:0� r

� e =

8
><

>:

35

40

45

� i =

8
><

>:

35 in 
 1

40 in 
 2

70 in 
 3

� r = 0:007568

� =

8
><

>:

1:0 in 
 1

2:4 in 
 2

3:0 in 
 3

; Ae =

8
><

>:

200

60

81

; A i =

8
><

>:

5

0:00017

0:02

; A r =

8
><

>:

1:8 � 107=�

9:0 � 102=� 1:5

2:1 � 103=� 2

Aei =

8
><

>:

2000

4000

7000

; Aer =

8
><

>:

10 in 
 1

140 in 
 2

79 in 
 3

M 0 ¬

7
8MÉ)Ê 
 (
�

í

1) Š

/

â

µ�¶�·

ˆ&‰�•

Á�Ž ´�”

â

ž

°

680
¬

M 1
ñ M 0

»�¡

/

ÁzË�Š

/�•
Ì
Í

»

¤�Ã�Ä�Žh´�”

â

ž

°

2720
¬

M 2; M 3
ñ M 0

4�5

2 •

�

3 •

/�•
Ì
Í

Ã�Ä�Žh´�”

â

ž�Á�…

°

10880
�

43520.

õ

4: M 0 •ƒ‚ (608ö1÷ ).

‡

7�8

ø�ù

þ�ž

»�¼�î2Î

Ž Ô�Õ

3�É

Å&¨

�

3.1ô�š�Š PCG
»
�

Ž

—�˜

<
=�>�©?ñz¨

�

4.1
;

�

Ž PCG ¨

�

Š�Ï

%�ª

«
R

r
r 0

� 10� 6
¹

º
Ð

Ž

Î

–Ñ�
y�Ô�Õ

3�É

Å

#B®]Ò�Ó

»
�

Ž

ø�ù

Ü
¾
¿

3

É

Å
Ô(•

 

ž

»
�

Ž••7–Ñ�
y

3�É

Å SFVEM .
™ 1

æ�Õ

Å

‡

Ÿ

�

ˆ%‰�Ö

w

Ø

ŽØ×

�

ÎÑÙ

Ä)Ú 5.0­�Š

/

â
Î

–

6

þ

Q

˜

ŽÛf PCG Š3Æ

’

6

þ

•�ž

¹

Ü

1 ÝÛÞ PCG
†¯ßáàBâäã

•ƒ‚ M 0 M 1 M 2 M 3

ßáàBâäã

6 9 11 11

—

™ 1
Ì�ë

R

Ô�Õ�d�e�Š�f PCG ¨

�

Š

6

þD•�ž�Žæå

ˆ3‰
Ö

w�Š�ç�·

��è

ò�é�•�Ž

—

�

Ç�ê

Å

�
ë

ü

H

ŠÑ1)ì

ù

¹

íkîoïÂð
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