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求解带摩擦接触问题的拟高斯迭代法 

                     刘金朝              中国铁道科学院 
摘  要：本文提出了一种新的求解带摩擦的接触问题的数值算法，即拟高斯迭代法。它

对法向接触力和切向接触力进行交替迭代，并利用高斯迭代法求解法向接触力，利用分块高

斯迭代法求解切向接触力。同其它的数值算法相比，该算法保留了关于接触力的柔度矩阵的

稀疏性和对称性，利用矩阵乘向量可以分步进行的技巧，该算法只存储关于接触力的柔度矩

阵的下三角形矩阵的非零元和对角矩阵。根据可能接触边界的分布特点，将区域分解成不同

的子区域，引进拉格朗日乘子表示接触力，保证了各子区域的网格剖分和位移求解是完全独

立的。基于上述算法和有限元程序自动生成系统开发了相应的求解带摩擦接触问题的软件，

数值实验表明，程序是正确的，算法是高效的。 
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§1．引言 

接触问题在工程和自然界中大量存在，如高速火车的弓网接触问题，带断层或裂缝的

拱坝稳定性问题，地震震源破裂和滑坡问题等。其特点和难点是接触边界和接触力事先是未

知的，当考虑摩擦滑动时，能量变分原理不再成立
［1］

。目前求解接触问题的方法有解析法[2][3]，

半解析法[4][5]，和数值算法，如]实验误差法
［6］[7]

，线性互补法
［8］

，非线性互补法
［1］

，罚函数

法
［9］[10]

和拉格朗日乘子法
［11］

。 

随着计算机的发展，基于有限元的数值算法成了求解接触问题的主要方法。最早采用

而且最常用的数值算法是实验误差法，即对状态进行开闭迭代
［6］[7]

，在给定状态下，需要

求解的是关于位移和接触力的等式方程。其优点是力学意义清晰，程序易实现。其缺点是，

当考虑滑动时，关于位移和接触力系数矩阵是非对称不定的。当接触边界较大，接触状态变

化较快时，已有的实验误差法一般是不收敛的。 

本文提出了一种新的求解带摩擦接触问题的数值算法，即拟高斯迭代法。它既具有实

验误差法的优点，又避免了实验误差法的缺点。它对法向接触力和切向接触力进行交替迭代，

并利用高斯迭代法求解法向接触力，利用分块高斯迭代法求解切向接触力。同其它数值算法

相比，该算法保留了关于接触力的柔度矩阵的稀疏性和对称性，利用矩阵乘向量可以分步进

行的技巧，该算法只存储关于接触力的柔度矩阵的下三角形矩阵的非零元和对角矩阵。 

从子结构的基础上发展起来的区域分解算法[12]是求解大规模问题最有效的方法。本文

的算法根据可能接触边界的分布特点，将区域分解成不同的子区域，引进拉格朗日乘子表示

接触力，保证了各子区域的网格剖分和位移求解是完全独立的。对于罚函数法
［9］[10]

来说，

在不引进新的边界变量的情况下，整个区域的位移场必须同时求解，而且关于整个区域的位

移场的刚度矩阵是变化的。 

线性互补
［8］

和非线性互补法
［1］

在一定的条件下弥补了实验误差法收敛性很难保证的缺
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陷，但是它们破坏了关于接触力的柔度矩阵的稀疏性。当接触区域很大或接触边界的网格剖

分很密时，关于接触力的柔度矩阵的存储量和计算量会大得让人难以接受。本文的算法保留

了关于接触力的柔度矩阵的稀疏性和对称性。 

基于本文的算法和有限元程序自动生成系统[13]开发了相应的软件，数值实验表明，程

序是正确的，算法是高效的。 

 

§2.  接触问题的基本方程及其离散格式 

根据可能接触边界的分布特点，将区域分解成不同的子区域。考虑由 M 个子区域 

 组成的区域。对于子区域  ，其动力学平衡方程可表示为 Mii L2,1, =Ω i

 

Miinjfu i
i
j
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其中 ρ  表示密度，c  表示阻尼，σ  表示应力张量，u  表示位移，u  表示速度，u  表

示加速度，  表示体力。 

t tt

f
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其中 和 分别表示位移边界和应力边界。 dΓ fΓ

引进拉格朗日乘子 λ表示接触力，不同子区域之间的可能接触边界条件为： 

a)分离状态                   (2.3a). 0λ     0,λ   ,0)(u tni ==≥−− nnju δ

b)粘着状态                            (2.3b) 
0δ)u-(u

0    , 0δ)u-(u
ttji

nnji

=−

≥=− nλ

c)滑动状态     ntnnji λλ      0,δ)u µ==−−(u                    (2.3c) 

其中  分别表示法向和切向分量，δ表示初始间隙。 分别表示法向和

切向接触力，

t)  ( ,)  ( n tn λλ ,

µ  为摩擦系数。 

引进拉格朗日乘子 λ  处理接触边界条件，对每一个子区域独立进行网格剖分和有限
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元离散后，方程（2.1）的半离散形式可表示如下： 

λ i
iiii

t
ii

tt
i BFUKUCUM +=++                     （2.4） 

其中M  表示质量矩阵，C 表示阻尼矩阵， K  表示刚度矩阵，F  表示载荷项，B 表示位

移与接触力的相关矩阵，λ  表示接触力， 
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利用中心差分格式对 (2.4)  再进行时间离散， 
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其中 表示时间步， 表示时间增量。令  N t∆

                                            （2.6） 
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代入(2.5) 式，并整理可得， 
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由表达式（2.6）知，可能接触边界条件（2.3）的离散形式可表示为： 

a)分离状态                (2.9a) t
1N

n
1N

i
N λ   0,λ    0)(dU ++ =≥−− n

N
nj

NdU δ

b)粘着状态                      (2.9b) 
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为接触间隙，会随着时间步变化，应根据可能接触边界的几何位置自动判定和修正。 

 

§3.  拟高斯迭代法及其矩阵表示 

下面我们将利用拟高斯迭代法求解第 N 个时间步满足关系式（2.7）—(2.9)的位移增量
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与接触力增量。为了叙述方便，这里我们将关于时间步 N 的下标省略。将式（2.7）写成整

体的形式，有 

  λ d HFUA +=           （3.1） 

其中 
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其中 L 表示拉格朗日乘子的个数， ji, 为与第 个拉格朗日乘子相关的子区域号。 k

 

拟高斯迭代法 (Ⅰ)： 

1．迭代步赋初值 ，接触力赋初值0=P 0=λ ； 

2．迭代步赋值 1+= PP ，误差赋初值 0=ERR ，对表示接触力的拉格朗日 

乘子循环， ，假定其它乘子所表示的接触力已知，计算第   Lk L2,1= k

个乘子所表示的接触力； 

①．假定第  个乘子的切向分量力已知，接触状态为粘着状态， k
    计算第  个乘子法向分量力，即求解下列方程组： k
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       ②  状态修正：若 ，则 0)( 1 <+Pn
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k
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          计算误差后，转 3； 
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k
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③  假定第  个乘子的法向分量力已知，接触状态为粘着状态， k
    计算第  个乘子切向分量力，即求解下列方程组： k
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④ 状态修正：若 ，则 ))((    |)(| 11 ++ > Pn
k

Pt
k λµλ
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3. 收敛性判定，若达到收敛条件，迭代结束；否则转 2； 

 

由（3.2）和（3.3）将位移增量消去，可得到关于第  个乘子的方程如下 k
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很显然，上两式的系数矩阵及其右端项都可以由关于接触力的柔度矩阵 R 和接触力增量的

右端项 表示，其中 b

                        （3.6a） 
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 柔度矩阵 R 具有一些很好的性质，其一它是稀疏的；若系数矩阵  对称正定，
1−A H 矩

阵列满秩，则柔度矩阵 R 是对称正定的。当采用本文§2 的显式离散格式时，由（2.7）式

可知，系数矩阵  只与质量矩阵和阻尼矩阵有关，而与刚度矩阵 A K 无关。若采用集中质

量矩阵和集中阻尼矩阵，则系数矩阵 是对角矩阵，从而保证了柔度矩阵A R 的对称正定性

和高度稀疏性，它的存储量为 O(L)，其中 为表示接触力的乘子数。 L
 由柔度矩阵 R 的对称性，可将其表示为  

     TLDLR ++=                    （3.7） 

其中 分别为柔度矩阵DL, R 的下三角形矩阵和对角矩阵。对于柔度矩阵 R ，我们只需用一

维数组存储它的对角矩阵 和的三角形矩阵 的非零元部分。这样的存储方式会给（3.4） D L
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（3.5）的右端项的计算带来困难，本文给出了一种新的处理办法。 

 利用柔度矩阵 R 和矩阵乘向量可以分步进行的技巧，拟高斯迭代法又可描述如下： 

 

拟高斯迭代法 (Ⅱ)： 

1． 迭代步赋初值 ，接触力赋初值 0=P 0=λ ； 
2． 为处理对称稀疏的存储方式给计算带来的困难，计算中间向量 g  

PT dLbg λ−−δ=             （3.8） 

3． 迭代步赋值 1+= PP ，误差赋初值 0=ERR ，对表示接触力的拉格朗日 

乘子循环， ，假定其它乘子所表示的接触力已知，计算第   Lk L2,1= k

个乘子所表示的接触力； 

① 假定第  个乘子的切向分量力已知，接触状态为粘着状态， k
计算第  个乘子法向分量力， k
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③  假定第  个乘子的法向分量力已知，接触状态为粘着状态， k
计算第  个乘子切向分量力， k

    a) 对于三维情形，记 )   ( 21 t
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      需作如下的特殊处理： 

     Pt
k

t
kk

t
k

t
k Rgg )( 2222 λ+=

           b)  计算第  个乘子切向分量力， k
      ∑

<

++−+ −−=
kj

P
k

n
kk

P
jkj

t
k

tt
kk

Pt
k RRgR )()() 1111 λλλ(               （3.10） 

④ 状态修正：若 ，则 ))((    |)(| 11 ++ > Pn
k

Pt
k λµλ

               1
1

1
1 )(

 |)(|
)(

)( +
+

+
+ = Pt

kPt
k

Pn
kPt

k λ
λ
λµ

λ  

计算误差 

 ９６



首届 FEPG 用户年会论文集 

21 || P
k
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kERRERR λλ −+= +  

4. 收敛性判定，若达到收敛条件，迭代结束；否则转 2； 

 

§4.  算法的特殊情形 

 特殊情形 Ⅰ: 只考虑法向接触力,不考虑切向接触力 

当只考虑法向接触力,不考虑切向接触力时,接触问题退化为单边约束问题，它的离散

形式（3.1）和（2.9）退化为下述形式： 
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其中上标 n 表示法向分量。 

将上式中的位移增量消去，得到关于接触力增量的线性互补问题，它等价于下面的二

次规划问题： 

求  ， 0≥nλ
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利用拟高斯迭代法求解（4.2）时，只需将算法中的第③，④小步去掉即可。在这种特殊情

况下，拟高斯迭代法退化为通常求解二次规划问题的高斯迭代法，其收敛性证明见[14]。 

 

特殊情形 II: 法向接触力已知,求切向接触力 

当法向接触力已知,切向接触力是下面非线形规划问题的解，对于二维的情形，下面非

线形规划问题是一个二次规划问题。 
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其中  表示切向分量， 表示法向分量，t n T 表示转置。 

利用拟高斯迭代法求解（4.3）时，只需将算法中的第①，②小步去掉即可。拟高斯迭

代法退化为求解非线形规划问题的分块高斯迭代法，其收敛性证明见[15]。 
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特殊情形 III: 接触状态恒为粘着状态 

若接触状态恒为粘着状态，接触问题退化为连续问题。将区域分解成子区域，引进拉

格朗日乘子处理不同子区域之间界面网格的非匹配性。在第  个时间步，位移增量和表

示接触力的拉格朗日乘子满足如下的等式方程： 

N

         
0=

+=

dUH
HdFAdU

T

λ
              （4.4） 

将上式中的位移增量消去，得到关于接触力增量的方程 

                                          （4.5） FAHdHAH TT 11  −− −=λ

当采用§2 的显式离散格式，柔度矩阵 HAH T 1−
的条件数为常数

[16]
。新的实验误差

法退化为求解（4.5）的 GAUS—SEIDEL 迭代法，即算法中关于状态修正的第 ②，④小步应

去掉。 

 

§5.  数值实验 

§5.1 算例 1 

 将一根无限长圆柱放在非常光滑的平面上，并在它的顶端施加单位载荷  F ，如图 1

所示。 

     

                           

A

F

R

 

 

 

 

 
 

 

                              图 1  模型 

 

这是一个经典的 Herz 接触问题，最大接触力发生在接触点 A 处，由 Goldsmith
［17］

  可

知，最大接触压力 和接触半径 b 的理论解为 maxP

                               (5.1)  
)0.1(**2/(*

)//)0.1(**(*0.2
2

max

2

ν

πν

−=

−=

RbEP

ERFsqrtb

其中 E  弹模，ν  泊松比。这是一个平面应变问题，考虑到对称性，取圆柱截面四分之一

进行计算。为了进行接触判定，在圆柱截面下面加了一个不变形的刚性体。虽然进行了网格
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剖分，但每个节点的自由度为固定约束。有限元模型及其网格如图 2 所示。            

取 A 点垂直方向的正应力同最大接触压力进行比较。对于不同的载荷 F 和不同的弹

模 E ，接触半径和最大接触力与理论值的比较见表 1，对应于表 1 的最后一种工况，圆柱

体受载后的变形情况如图 3 所示。 

                         表 1 
   F  E(弹模)    realb   b  FE    realP    FEP realFEreal PPP /−
1600 2000 2．723 2．672 374．5 363．42 2．84% 

1600 4000 1．925 1．922 528．99 520．60 1．59% 

1600 6000 1．572 1．588 647．88 640．67 1．11% 

800 2000 1．925 1．922 264．50 260．30 1．58% 

800 4000 1．361 1．372 374．05 370．79 0．872% 

800 6000 1．111 1．146 458．12 455．51 0．4569% 

  

图 2 有限元模型及其网格             图 3：变形图          

 

由表 1 可知，接触压力的误差在  之内，说明计算结果是正确的；接触压力的误差随着

接触半径变小而变小，这与 Herz 理论解要求接触半径远远小于圆柱半径 ，即 

%3

Rb <<  相吻合。接触半径的误差相对要大些，这是由于接触半径与网格的尺寸和接触端点

的位置有关。 

 

§5.2 算例 2 

我们用只有垂直方向变形的三维粘弹性块体来检验程序及算法的正确性，模型及其网

格如下图所示 
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                            图 4：模型及其网格 

其中块体长、宽均为 30m，高为 600m，中间内部有一倾斜接触面（没有接触到柱体侧面），

倾角为 。从 t=0 时刻起在其顶面施加 o30 10000 =p (pa) 的恒定压力，下底面固定，四

个侧面只有ｚ方向的位移， y,x 方向位移约束。杨氏模量为 1.0e10Pa，粘性系数为 1.0e10Pa•s，

泊松比取为 0.25，块体密度和阻尼系数均定为 0（不考虑加速度影响），接触面的摩擦系数

为 0.6。计算时间步长是 1 秒，一共计算 60 步。 

柱体四个侧面 x，y 方向位移都被固定，接触面不会滑动，这就相当于一个连续体，可

以与上面的理论解作比较。我们主要比较块体上底面中心点 z 向位移的数值解和理论解。 取 

 600  ,104.0  ,100.1  ,100.1  ,25.0 =+=+=+== HEGEEE ηυ   

该问题的理论解[18]为 

         



 −−×−−= )

9
2exp(

3
20.150.9 tezU                (5.2) 

在不同时间步，理论解和数值解的比较见表 2 和图 5， 
                                表 2        

时间 t     数值解     理论解     误差 

10 -0.84623E-04 -0.83498E-04 0.11251E-06 

20 -0.89277E-04 -0.89295E-04 0.18387E-07 

30 -0.89903E-04 -0.89924E-04 0.20645E-07 

40 -0.89987E-04 -0.89992E-04 0.47274E-08 

50 -0.89998E-04 -0.89999E-04 0.11042E-08 

60 -0.90000E-04 -0.90000E-04 -0.97176E-010 

接触面

 １００



首届 FEPG 用户年会论文集 

   

图 5

由图 5 可看出，60 秒后系统达到平衡，平衡后的 z 方向的位移以及 x，y，z 方向的应力

分别如图 6 (a)，(b)，(c)，(d)所示。 

 图 6(a)                 图 6 (b)               图 6 (c)                图 6(d) 

从图 5 可看出有限元解能同理论解很好的吻合；从图 6 可看出应力松弛平衡后，三个方

向的应力都收敛于压力 。由上述结果可知，程序是正确的和可靠的。 0P

§6.  结论 

本文提出的求解带摩擦的接触问题的数值算法拟高斯迭代法具有以下特点： 

⑴．对法向接触力和切向接触力进行交替迭代，并利用高斯迭代法求解法向接触力，

利用分块高斯迭代法求解切向接触力； 

⑵．同其它数值算法相比，该算法保留了关于接触力的柔度矩阵的稀疏性和对称性，

利用矩阵乘向量可以分步进行的技巧，该算法只存储关于接触力的柔度矩阵的下三角形矩阵

的非零元和对角矩阵； 

⑶．根据可能接触边界的分布特点，将区域分解成不同的子区域，引进拉格朗日乘子

表示接触力，保证了各子区域的网格剖分和位移求解是完全独立的，大大提高了该算法求解

大规模接触问题的能力； 

⑷．该算法对法向接触力和切向接触力进行交替迭代，关于该迭代法的收敛性的严格

的数学证明有待进一步研究。 
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